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1 Introduction

1.1 Introduction Historique

Le A-calcul a été introduit dans les années 1930 par Church. Il est en lien avec des questions de linguistique, de
logique et de calculabilité.

Définition 1.1 Le A-calcul est un langage de preuves pour une logique intuitionniste minimale (ou pour la théorie
simple des types).

Le A-calcul non typé a la puissance des machines de Turing.

Définition 1.2 Les catégories sont des structures algébriques (parfois appelées monoides & plusieurs objets)

Historiquement, les catégories ont été introduites pour la topologie algébriques dans les années 1940 avec les travaux de
Eilenberg et Maclane. Leur objectif était de comprendre les propriétés fondamentales des espaces en s’intéressant aux
morphismes entre espaces (les fonctions continues).

Il y a une connexion forte au niveau de la théorie des preuves entre A-calcul et théorie, qui est trés similaire a ce
qui s’était passé lors de la définition des algebres de Boole. Dans ce deuxiéme cas, Boole montre qu’on peut mettre un

ordre partiel sur les formules de la logique classique :
o < WU si et seulement si ¢ = ¥

Une algebre de Boole (A4, <,A,V,—, T, 1) est un ensemble ordonné A, < muni de fonctions préservant l'ordre A,V :
AxA—A:
01 S UL Ao S Uy = 1 ANpa S UL AW, 01 Vo < U VT

et d’'une fonction inversant ordre —: A x A :

P <VU =0 < —p
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vérifiant un certain nombre d’axiomes :

o Associativité : e Distributivité :
(1 Ap2) Aps = @1 A (2 A @3) A (U1 V)= (pAV1)V(pATy)
(1 V2) Vs =1V (p2V3) PV (U1 AW) = (V) A(pV Uy)

o Neutralité :

e Idempotence :
AT =TAp=¢p

pVl=1lVe=9p p="7p
pPAp=p,pVp=yp
e Commutativité :

PAY =T Ap,oVI =0V

Dans une algebre de Boole, ¢ A 1 est le plus grand minorant de ¢ et de ¥ et ¢ V 9 est le plus petit majorant de ¢
et Y

R| On peut définir 'implication dans les algebres de Boole comme o=t = —p V ¢
On va passer du systéme des algeébres de Boole (p < 1) §'il existe une preuve que ¢ implique 1) au systéme de catégories
comme proposé par Lambek.

Définition 1.3 On peut voir une catégorie comme un graphe dont les noeuds sont appelés objets et les arétes sont
appelées morphismes, maps ou fleches. On peut composer les arétes d’une catégorie, comme pour se déplacer sur le
graphe.

Ici on considére une catégorie dont les objets sont des formules logiques, et les morphismes sont des preuves d’implication.
Il y a donc des liens tres forts entre les catégories obtenues avec des formules et des preuves et celles obtenues par des
types et des programmes fonctionnels entre les types. On va ici étudier les catégories a travers leurs représentations :
on peut mieux comprendre une catégorie en la représentant comme une famille d’actions au moyen d’un foncteur.

1.2 Notion de Catégorie : Premiers Exemples

Définition 1.4 — Catégorie. Une catégorie est décrite par les données suivantes :
0 Une classeﬂ d’objets (les noeuds d’un graphe). On appelle les catégories dont les objets définissent un ensemble
des petites catégories.
1 Pour toute paire d’objets A, B, un ensemble Hom(A, B) de fonctions de A vers B appelées morphismes ou
maps. On note ceci : f: A— Bou A ENY:)

2 Pour tous objets A, B,C, une loi de composition o4 g ¢ :

Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A4,C)
(9.f) = gof

2 Pour tout objet A, une fonction identité id4 € Hom(A, A)

3 Associativité :
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B2, C

ho(gof) D

On peut aussi voir la composition comme la couverture de 'aire entre les noeuds du graphe :

\m

ou encore :

3 Neutralité : foidy = f =idpo f.

a. propriété non incarnée par un ensemble

R| Voir nerf d’une catégorie pour voir la notion d’ensemble simplicial.
® Exemple 1.1 PoSet On considere d’abord les ensembles partiellement ordonnés comme des catégories :

Proposition 1.1 Chaque ensemble partiellement ordonné (A, <) définit une catégorie dont les objets sont des

éléments a, b, c de A avec une map a — b si et seulement si a < b et Hom(a, b) un singleton si a < b et & sinon.

Démonstration. On doit montrer 'existence d’une identité, d’une loi de composition, et les propriétés d’associa-
tivité et de neutralité :
e Par réflexivité de 'ordre : a < a et donc a ld—“> a existe.
e Par transitivité : sia < b et b < c alors a < ¢ et on peut donc voir la transitivité comme une composition :
e L’associativité et la neutralité découlent immédiatement du fait que chaque Hom(a,b) contient au plus un

élément.
[ ]

Réciproquement, une catégorie p telle que chaque ensemble d’homomorphismes contienne au plus un élément

est la méme chose qu’un préordre :
id=gof C a 21— b D fog=id
Monoide On considére maintenant les Monoides comme des catégories.

Proposition 1.2 Chaque monoide (M, m, e) définit une catégorie notée BM appelée sa suspension avec un seul

objet * tel que : Hom(*,%) = M et o: m,n — n-m.

L’associativité et la neutralité de la catégorie BM sont des conséquences directes de l'associativité et de la

neutralité du monoide.

R En prenant M = (N, +,0), la représentation ainsi obtenue des entiers a un lien direct avec la théorie de
I’homotopie : c’est le groupe de Poincaré (ou groupe fondamental) d’un espace topologique pointé. Tout
espace topologique définit une catégorie dont les objets sont les éléments de ’espace topologique et les
fleches sont les chemins, & homotopie pres.

Types On consideére la catégorie cartésienne fermée des types simples comme objets et des A-termes simplement

typés (module Sn-équivalence) comme morphismes :



z:AEt:B y:Bl=u:C

B C
| wAkalt/y):C|

z:AE=t:B y:BEu:C

A B C fleche dessous (x : A |= u[t/y] : C) Cette catégorie jouera le role en théorie de la

démonstration de I’algebre de Boole des formules

2 Catégories Cartésiennes

Définition 2.1 Un produit cartésien de deux objets A et B dans un catégorie ¢ est la donnée d’un triplet

(AxB,m:AXxB— A,m:AxB— B)

A\ /B
Ax B

tel que pour toute paire de fleches : X LAt x & B, il existe un et une seule fleche : h : X — A x B telle que
f =moh,g = myoh. Pour p = Set, par exemple, Ax B = {(a,b) |a € A,b € B}etm : (a,b) — aeth:xw— (fx,gz).

® Exemple 2.1 Dans une catégorie définie par une relation d’ordre sur A, <, le produit cartésien de a,b € A c’est la

méme chose que la borne inférieure a A b de a et b définie comme le plus grand des minorants de a et b.

a b

%

Définition 2.2 — Objet Terminal. Un objet terminal 1 dans une catégorie C est un objet tel que pour tout objet A de

C, Hom(A, 1) est une singleton.

R| Un objet initial est un objet terminal dans la catégorie duale (catégorie ou on renverse les fleches).

Définition 2.3 Une catégorie cartésienne est une catégorie C munie d’un produit cartésien (A x B, m,m2) et munie

d’un objet terminal.

Définition 2.4 Une paire I ER Jet J 5T telle que fog=1idy et go f =idy est appelée isomorphisme

Proposition 2.1 Deux objets terminaux sont isomorphes. Deux produits cartésiens d’'une méme paire d’objets sont

isomorphes.

Démonstration. Soit I, J deux objets terminaux d’une méme catégorie. Il existe un unique morphisme f (resp. g) de I
(resp. J) vers J (resp. I). De méme, il existe un unique morphisme idy de J vers lui-méme. Le diagramme ci-dessous

commute donc :



g— 1

En particulier, on a bien f o g = idy. Puisque la situation est symétrique, g o f = idy et donc deux objets terminaux

sont isomorphes. Si on a deux produits cartésiens A x B, A ® B de deux objets A, B, alors :

Ax B A® B

\ . )
s

En particulier, par définition du produit cartésien, puisqu’il existe deux applications de A x B vers A, B, il existe une

unique application h; o de A X B vers A® B telle que ma20h1 2 =741 :

Ax B

N

TA A‘®YB TB,1
TA,2 TB,2
' >
A B

Il suffit donc de montrer que l'identité fait commuter le diagramme pour que avoir f o g = idaxp et donc le résultat :

/—> A
Al

|

U

A TA,1
WA'I%WI,Q
yd ; |
AxB —— A®B —9— Ax B
8,2
N

T™Ba1__ 7 B

On aurait aussi pu construire une catégorie Span(A, B) :
e Les objets sont des triplets (f, X, g) :

A B
N
X
e Les fleches sont des (f, X, g) LN (f,Y, ¢y :
Y
A h B
X
Alors, A x B, w1, 72 est un produit cartésien dans C si et seulement si (w1, A X B,m2) est un objet terminal dans
Span(A, B). |



3 La 2-catégorie des catégories, foncteurs et transformations naturelles

3.1 Foncteurs entre Catégories

Définition 3.1 Soient A, B deux catégories. Un foncteur F : A — B est la donnée de :
0 Un objet F'(A) € B pour tout objet A de ‘A.
1 Pour toute paire d’objets A;, As € A, une fonction :

Fa, A, : Homa(A1,A2) — Homp(FA;, FAj)
fo= F(f)

2 On demande que les équations suivantes soient satisfaites :
e F(gof)=F(g)oF(f) ou

Ay
7N
A L As
C’est a dire :
Ay FA,
s rs
Asy gof FA, FgoFf
lg ng
As FAs
o Si A4 A F(ida) = idpa

Autrement dit, I'image de la composée est égale a la composée des images.

® Exemple 3.1 1. Un foncteur F' : A — B entre catégories de préordre est la méme chose qu’une fonction croissante

(order preserving).

2. Un foncteur F': A — B entre catégories & un objet est la méme chose qu’un homomorphisme M — N si A = XM
et B=XN.

3. Si M est un monoide, A = XM la catégorie a un objet associée, un foncteur F' : A — Set la catégorie des
ensembles et fonctions est la donnée d’un ensemble X ('image de M) et d’une action & gauche de M sur X. En
effet, puisque chaque élément de M est une fleche de XM de I'objet dans lui méme, pour tous m,n € M, on a
une fleche de F(x) — F(x) telles que F(m-n) = F(m) o F(n). On vérifie alors bien les propriétés d’une action &
gauche.

Similairement, si M est le monoide libre engendré par un alphabet A, 'action a droite X x A* — X étant
une famille de fonctions d, : X — X pour a € A, i.e. un automate déterministe et total dont I’ensemble des états
est X.

4. Soit G la catégorie a deux objets et quatre morphismes :

1 Didy
(|
0 Dido
Un foncteur F' : G — Set est une paire d’ensembles E' = F(1), V = F(0), et de deux fonctions F(s), F'(t) : E — V.
En voyant E' comme un ensemble d’arétes et V' comme un ensemble de sommets, F'(s) peut étre vue comme une

fonction 9y qui a une aréte (z,y) associe z. Rajouter un élément 2 avec deux morphismes vers 1 permettrait de
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définir des graphes avec des 2-arétes entre arétes. En prenant la catégorie des faces d’un triangle on obtiendrait

la catégorie des ensembles simpliciaux.

3.2 Transformations entre Foncteurs

3.2.1 Transformation

On va essayer de suivre l'intuition selon laquelle la théorie des catégories préserve 1'ordre.

/\
(A, <a) V| (B,<p)

\7/

On a alors f < g < Va € A, fa < ga.
On va essayer de généraliser cette définition. On se donne deux foncteurs F,G de A dans B et on va définir une

transformation point & point de F' vers G :

Définition 3.2 Une transformation 6 : ' = G est une famille (64 : FA — GA) 404 de fleches de B indicée par les
objets de A. On note ceci :

Définition 3.3 La catégorie Trans(.A, B) a pour objet les foncteurs A £ Bet pour fleches les transformations 0 : F' =
G.

e La transformation idp : F = F est définie par idp = (FA Hdra, FA)
A€ObjA

e La transformation ¢ - ¢ : F'= H composée de p: F = G et ¢ : G = H telle que : (¢¥-¢), =1aoppa.

3.2.2 Action a Gauche de Post-Composition

Supposons qu’on ait la situation suivante :
G

A/ﬂ\zs%c
\?/,

s

ou A, B,C sont des catégories, ;G : A — B et H : B— C sont des foncteurs et 0 : F' — G est une transformation.

Définition 3.4 La transformation (dite d’action a gauche) Hor 6 : Ho F = H oG est définie par (H o), = H (04) :
HFA — HGA

Autrement dit, une transformation est la donnée pour tout objet de la catégorie de départ d’une fleche dans la catégorie
d’arrivée.
Proposition 3.1 On a alors une série d’équations :

1. On a:
Hop (¢ )= (Hory) - (HoL ¢)
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et de méme :
Hopldrp =Idgor

Autrement dit :
Trans (A,B) — Trans(A,C)

F:A—-B — HoF:A—C
HoG

HOL : /le /_\
A QW B — A HOLQH C
\/’

HoF
H oj, — est un foncteur. On dit que I'action est fonctorielle.
2. On a:
(H' oH)op 6 =H'op (Hop0)

et de méme :

Idgor, 0 =20
Démonstration. 1. La premiére propriété est immédiate par la composition des foncteurs.
2. On a:
(H' o H)or 0) scopja =H o H(04: FA— GA)
=H' (HO0,)
=H'o(Ho0,)

= (H/ or, (H or, 6))A€ObJA

D’ou la deuxiéme propriété.

3.2.3 Action a droite de Pré-Composition

On suppose qu’on a :

G
ALB/eﬂ\c
\E/

Ceci permet de définir une transformation, dite d’action a droite :

Définition 3.5 La transformation (d’action a droite) for H : F'o H = G o H est définie par : (6 or H)ocopje = Onc-

Proposition 3.2 oy définit un foncteur :

Trans (A, B) — Trans(A,C)

Sion a:




3.2 Transformations entre Foncteurs

10

Alors (@20 H) - (01 0r H) = (03 - 01) op H De méme, on a :

idpog H =idpon

Proposition 3.3 Les actions a gauche et a droite sont compatibles au sens ot :

G

H 4/ N H

—25 A o T B—2 B
~_

F

A/

En particulier :
(Hgor 0)or Hy= Hpor, (0 or Ha)

cette transformation étant définie en A’ € Obj A’ par :
Hp (HHAA’) : HBFHAAI — HBGHAA/
Ces équations assurent que tout diagramme de la forme :/

H.A’

A/I/ A// A/

G
Ao DB B
¥F)’

définit une transformation de maniere unique.

Proposition 3.4 Toutefois, si on se donne deux transformations :

G1 G2
AN AN
A 91ﬂ B 92ﬂ C
N N A
Fy Fy

on a deux maniéres de composer, qui donnent en général des transformations différentes.

Gy 0Gy Gy oGy
ezoRGIW G20L91ﬂ

F0G, Goo Iy
FQOLolw OQORFlﬂ

o[y ol

Démonstration. On considere les catégories A = 1 a un élément, B définie par :

1
0
et C définie par le diagramme non commutatif suivant :
b —2—d
o I
a *]c} C

On consideére alors le diagramme suivant :

BI//
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On pose :

b d
02 g f
Fy “ f ¢
C
01(1) =j

FQ(O) = a,Gg(O) =cC

F2(]) = vaQ(]> = f/
02(0) = f,02(1) = g

/

Les propriétés et équations des actions définissent une sesquicatégorie des catégories, foncteurs et transformations.

pour toute fleche f de la catégorie A.

oa]

Définition 3.6 Une transformation 6 : F' = G est dite naturelle lorsque le diagramme suivant commute :

cA 51, qu

};A,

FA T A

naturelles.

Définition 3.7 — Catégorie des Transformations Naturelles. La transformation idg est naturelle :

idp : F = F, (ldF) =idpg

On note Nat (A, B) la catégorie dont les objets sont les foncteurs F' : A — B et dont les fleches sont les transforamtions

Proposition 3.5 La composée verticale de deux transformations naturelles est une transformation naturelle :

Démonstration. Le diagramme suivant commute :
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HA S ga

R

GA -9 qa
%AT TS"A’
FA 21y pa
[ ]
Proposition 3.6 Les actions a gauche et a droite d’un foncteur préservent la naturalité des transformations.
Démonstration. Tout foncteur H : B — B’ définit un foncteur
Hoy, : Nat(A, B) — Nat(A, B')
Tout foncteur H : A" — A définit un foncteur
orH : Nat(A, B) — Nat(A', B)
|

Proposition 3.7 Si 01,05 sont des transformations naturelles :

Gl Gz
AN AT
A Glﬂ B Gzﬂ C "Higher pasting diagram"
AL
Fy Fp

alors les transformations naturelles "6 puis 65" et "0 puis 61" coincident.

® Vocabulaire 3.1 0, o #; désigne la transformation naturelle obtenue de la composition horizontale de transformations

naturelles

Définition 3.8 Une 2-catégoprie est une sesquicatégorie ou la loi [3.7] est satisfaite.

Théoreme 3.1 Les catégories, foncteurs et tranformations naturelles définissent une 2-catégorie.

® Exemple 3.2 On réétudie la catégorie G :

i, 2 1
/G\)
tl|s G\e«bSet
F
idg 2 0

Ici, F' et G définissent deux graphes (F') et (G).

L’ensemble des sommets de (F) FV % 5 GV L’ensemble des sommets de (G)

L’ensemble des arétes de (F) FE — 8, GE L'ensemble des arétes de (G)

Une transformation § € Trans (G, Set) définit deux fonctions.
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Proposition 3.8 Un homomorphisme de graphe :

(F) = (G)
est la méme chose qu’une transformation naturelle :
0:F=(G
Démonstration. On a deux diagrammes :
FE -’ GE FE -%2, GE
iFs 1 le lFt 2 th
Fv -2 qv FvV -2 qv
Le fait que 1 et 2 commutent signifie que [image de la source est la source de l’image. ]

4 Diagrammes de Corde pour 2-Catégories

4.1 2-Catégories

Définition 4.1 Le produit A x B de deux catégories est la catégorie dont les objets sont les paires d’objets, les fleches

sont les paires de fleches et la composition se fait point & point :

Définition 4.2 — Définition équivalente de 2-catégorie. Une 2-catégorie WV est la donnée :
0 D’une classe d’objets (ou 0-cellules)

1 Pour toute paire d’objets A, B d’une catégorie Hom (A, B) Notation :

2 Pour tout triplet d’objets A, B, C' un foncteur :

Hom (A4, B) x Hom (B, C) — Hom (A4, C)

! f Jrof
SN TN /\
B va A prl C — A pr'ogp C
NS NG ~_ ¥
7 g g'og

2 Une identité idy : A — A

3 Associativité et Neutralité :
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Hom(C, D) x Hom(B, C) x Hom(A, B)

—— —

opcp XidHom(A,B) idHom(c, D)y X°ABC
— —
Hom(B, D) x Hom(A, B) Hom(C, D) x Hom(A, C)
\
OABD oACD
Hom(A, D)

Un objet f de Hom(A, B) est appelé une fleche ou 1-cellule et notée f: A — B. Une fleche 0 : f — g de Hom(A, B)
est appelée 2-cellule et notée :

on définit une 2-catégorie. [

R| Une transformation naturelle 6 : f — g de Hom(A, B) :

est la méme chose qu’un foncteur :
Ax2 -, B
ou2=(0—1)telleque: H(—,0)=Fet H(—,1) =G.

4.2 Diagrammes de Cordes

L’idée fondamentale derriere les diagrammes 2-catégoriques : On représente une 2-cellule comme le sommet

f/34—">0

A 0 k

h\aDﬁE

kojoh

flo

gof
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C’est le dual de poincaré du diagramme précédent.

e ) dimension 2 donne un noeud de dimension 0
e f g dimension 1 donnent de cordes de dimension 1
e A, B dimension 0 donnent des zones de dimension 2.

Pour représenter l'action a gauche :

On donne le diagramme de cordes Pour ce qui est de ’action a droite,

suivant : de maniére similaire :
G g g
AT et | |
F c B 6 A A6 B c
h f f h
Pour la bimoustache :
92 91
f1 f2 ‘ ‘
TR TR
A ﬂ& B ﬂ% C C 0 B O A
g1 g2
P fi
Ainsi, la composition verticale (composition dans Hom(A, C')) peut se représenter en diagramme de cordes :
Le diagramme : Le diagramme :
92 9 92 g1
92 91
61 02
I2 fi f2 h

est une représentation de « 6y puis 05 » est une représentation de « 0y puis 6, »
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5 M-Calcul

L’idée du A-calcul introduit par Church est de définir un calcul symbolique des fonctions. On se donne un ensemble

infini Var de variables. On définit les termes du A-calcul de maniére inductive : Si x est une variable, ¢’est un lambda

E = zeVar (Variables)
| App(E,E)  (Application)
| Av.E (Evaluation)

TABLE 1 — Termes du A-calcul

terme. Si M, N sont des lambdas termes, M N ou App(M,N) (la composition de fonction) est un lambda-terme. Si
x € Var et M est un lambda terme, Ax.M est la fonction qu’on écrirait = — M (z).
Une des difficultés de cette explication est I’a-conversion, que nous devrons définir de telle sorte a identifier des

A-termes tels que A\z.x et \y.y.

5.1 La notion d’occurence

Définition 5.1 Une occurence est un mot sur l'alphabet {fun, arg, body}.

Définition 5.2 On définit ’ensemble Occ(M) des occurences d'un A-terme M par induction structurelle sur M :
Occe(x) w= e}

Occ(App(M, N)) {e}U{fun.o| o€ Ocec(M)} U{arg.o| o€ Oce(N)}
Occ(Ax.M) = {e}U{body.0o| o€ Occ(M)}

® Exemple 5.1 — Codage des Entiers de Church. Les trois arbres ci-dessous sont les représentations dans le codage des
entiers de Church de 0, de 1 et de 2.

Af Af Af
| | |
Az Az Az
\ \ \
z App App
PN N
[z f App
P
f =z

Pour 2, on a par exemple :

Occ(M) = {e,body, bodybody, bodybodyfun, bodybodyarg, bodybodyargfun, bodybodyargarg}

Définition 5.3 On définit VarOcc(M) l'ensemble des occurences de variables :
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VarOce(z) w= {e}
VarOcc(App(M,N)) == fun.VarOcc(M) + arg.VarOcc(N)
VarOcc(Ax.M) n= arg.VarOcc(M)

Proposition 5.1 VarOcc(M) coincide avec 'ensemble des mots maximaux pour ordre préfixe dans Oce(M).

Définition 5.4 On définit LamOcc(M) 'ensemble des occurences d’un lieur A dans M.

LamOcc(x) n= g
LamOcc(App(M,N)) == fun.LamOcc(M)+ arg.LamOcc(N)
LamOcc(Ax. M) = body.LamOcc(M) (+)

{e}

Définition 5.5 On définit une fonction Lieur : VarOcc (M) — Oce(M) + Var,o — x. On dira qu’une occurence de

variable est libre lorsque Lieurys(0) € Var, liée sinon La fonction Lieur,, est définie par induction :
Lieur(z) : € = « € Var, VarOcc(z) = {e}

Intuition : = x ol le premier désigne le contexte de variable et le second est un A-terme.

Lieur(z) n= e
Lieur (App(M,N)) == VarOcc(App(M,N)) — Occ(App(M,N))+ Var
fun - Lieur(M)(oce) si occ est liée dans Oce(App(M, N))

fun-occ +—
Lieur(M)(occ) sinon

| arg - Lieur(N)(occ) si Lieur(N)(occ) € Oce(N)
arg-occ —

Lieur(N)(occ) sinon
Lieur(Az.M) w= VarOcc(Az.M) — Occ(Ax.M)+ Var
€ si Lieur(M)(occ) = x € Var

body - occ body - Lieur(M )(occ) si Lieur(M)(occ) € Occ(M)

Lieur(M)(occ) sinon

Définition 5.6 On dit que deux A-termes M et N sont a-convertibles lorsque :

Oce(M) = Oce(N)
Lieur(M) = Lieur(N)

Dans ce cas, on écrit
M=, N

® Exemple 5.2 Identité On a :
AT.X =q \Y.Y

En effet :
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Az Ay
body /> ‘;
T Y
Je sais pas lol On a :
Ax Ay
App =a App
Az T Az, nohead Y
x z
C’est pareil On a :
Az Az
\x =. Ay
€z Yy

Lieur(M) associe & une occurence occ € VarOcc(M) d’une variable z dans M ou bien x € Var (cas libre) ou bien
loccurence maximale d’un préfixe de occ étiqueté par Az (cas lié).

Définition 5.7 On définit le A-terme M), pour o € Occ(M), par induction sur M :

T =

App(M, N) n= App(M,N)
App(M, N)|tun-oce = Mjoee
App(M, N)jargoce = Njoce

(Az. M), = .M
(Az.M) [body-oce Mioce

Définition 5.8 Si M, N sont des A-termes et € Var, on définit M|z := N] par induction sur M, & a-conversion pres :

z[z == N] w= N

ylz == N]| n= oy (siy #x)
App(P,Q)[x == N] == App(P[z = N],Q[x = N])

(Ay.M) [x == N] u= Ay. (M [z = NJ]) (siy # x ety n'est pas libre dans N)
A.M)[z=N] == Az.M'[x:=N]

Dans le dernier cas, on a choisi Az.M' =, Ax.M avec z # x et z n’est pas libre dans N.

Proposition 5.2 La classe de a-équivalence de M [z := N] ne dépend pas des choix faits dans le cas M = Az.P. De plus,
siM'=, M et N =, N, alors M [z :=N|]=M'[z:=N'].
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Démonstration. On a (Ax.M) [z = N]=Az.M. On a :
Oce(M [z == NJ) + {oce, - occ | Lieur(M)(oce,) = x et occ € Oce(N)}
Par ailleurs :
VarOce(M [z == N]) = VarOcc(M) \ {oce, | Lieur(M)(oce,) = x} U{oce, | Lieur(M)(ocey) = x} - VarOcee(N)

La fonction Lieur (M [z := N]) est définie comme suit :
1. Si ocey € VarOce(M) alors Lieur (M [z := NJ]) (oce,) = Lieur(M)(ocey)

2. Si oce, = ocey - ocey pour oce, € VarOcc(M) telle que Lieur(M)(occ,) = z, alors Lieur (M [z :== NJ) (occy) =
occ, - Lieur(N)(ocey ) si Lieur(N)(ocey) € Oce(N ), Lieur(N)(occ,) € Var sinon.

Cela montre que M [z := N] ne dépend pas du choix de M et N dans la classe d’équivalence & a-équivalence. |

5.2 [-réduction et n-expension

Définition 5.9 La regle de S-réduction :
(A.M)N — M [z = N] sur les classes d’équivalence a a-conversion pres

La régle d’n-expension :
M — Ax.App(M, x)

Définition 5.10 Une [-redex d'un A-terme M est une occurence occ € Occ(M) telle que M, est de la forme
App(Ax.P, Q).

Définition 5.11 — Contexte. Un contexte est défini par induction :

C \x.C
App (C, N)
App (L, C)

id (trou.)

Si C est un contexte et M est un A-terme C[M] est défini par induction :

(Az.C) [M] m= Az (C[M])
id[ M) = M

App (C,Q) [M] == App(C[M],Q)
App (P,C) [M] == App(P,C[M])

Az.[z] = Az.x

Zao Ay [z] = Ay.x
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Définition 5.12 On notera A ’ensemble des A-termes a a-conversion pres.

IE Chaque contexte définit une fonction A — A :

Ar[-]: A — A
M — .M
App(P,[-]): A — A
M +—  App(P,M)
-] A — A
M - M

Proposition 5.3 Pour toute occurence occ € Occ(M), il existe un contexte C' tel que M = C[M| o).

Définition 5.13 Une S-redex (nouvelle définition) est un triplet (M, 0, N) tel que My = App (Az.P,Q), M = C[M,.]
et N =C[P [z = Q]

® Vocabulaire 5.1 On note M % N pour un f-redex u = (M, occ, N).

On peut avoir :

® Exemple 5.3 En prenant par exemple : A = Az.App(z, z). On a notamment App(A, P) < App(P, P). Notamment, si

on note :
ona:
S
]
Y
® Exemple 5.4 En posant [ = Az.xz,ona I(la) Ia En effet :

D

A
A

AT
W

a

T A

P
\rg
App
A
y
y

Peut se réduire par € et par arg en :
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App

PN

Az a

6 Réécriture

6.1 Théoreme de Confluence, \-calculement

Théoréme 6.1 — de Church-Rosser (confluence) Si f : M —» P et g : M — @ sont deux chemins de S-réduction
alors il existe un A-terme N et deux chemins de S-réduction : f': Q —» N et ¢’ : P —» N :

M
vf VG
P/N\Q
\Nﬂ

On va montrer qu’il existe un choix canonique de N, f’ et ¢’ modulo permutation en introduisant une théorie des

résidus. L’intuition des résidus c’est le calcul qui n’a pas été fait et est retardé.

Proposition 6.1 Chaque occurence o € Occ(M) définit une fonction :
Redex(M),) — Redex(M)

définie par :
u=(My,o0u) —>0-u=(M,o-o0,)

Cela fonctionne comme si on effectuait une translation.

Définition 6.1 Toute S-redex r : M —3 N induit une relation binaire [r] C Redex M x Redex N, qui met en relation
toute S-redex u € Redex M & ses résidus v € Redex N apres la réduction. La relation résiduelle [r] est définie par
induction sur les occurrences de r = (M, o) :

e La f-redex r: M = App(Az.P,Q) —3 N = P [z = @] se réécrit & I'occurence racine €. Dans ce cas, on a u[r]v

pour u = (M, 0,) et v = (N, 0,) quand on a I'un des deux cas suivants :
1. Tl existe o € Occ(P) tel que o, = fun - body - 0 et 0, = 0.
2. Tl existe o € Oce(Q) et o, € Oce(P) d’une variable libre z dans P tels que o, = arg- o et 0, = 0, - 0.

o La f-redex r: M = Az.P =3 N = Az.QQ a occurrence o, = body - o et est donc de la forme r = body - r, pour
une S-redex r, € Redex(P). Dans ce cas, on a u[r]v précisément quand u = body - u,, v = body - vq €t u,[rp|v,.

e La f-redex r : M = App(P,Q) — N = App(P’,Q) a pour occurrence o, = fun - r, pour r, € Redex P. Dans
ce cas on a u[r]v précisément quand :

1. Et u et v ont la méme occurrence.

2. u=fun-u,, v="=fun- vy et uy(ry|vy pour u, € Redex P et v, € Redex P’.
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3. u=arg-w et v=argw pour w € Redex Q.

o La fredex r : M = App(P,Q) =3 N = App(P,Q’) a une occurrence de la forme r = arg - r, pour ry €

Redex Q. Dans ce cas u[r]v précisément quand :
1. Et u et v ont la méme occurrence.
2. u=fun-w et v = fun - w pour w € Redex P.

3. u=arg-uq, v =arg- vy et uy[rylvy pour uy € Redex Q et vy € Redex Q.

Ceci va nous permettre de tracer les S-redex :

Proposition 6.2 Chaque chemin de réécriture f : M —» N induit une relation résiduelle :
[f] € Redex M x Redex N

défini par induction sur la longueur de f :

1. Quand f est le chemin vide idp; : M —» M :
ulidp]v <= u =0
2. Quand f se factorise comme r- g pour r: M —g Petg: P — N :

ulr - glv <= Jw € Redex P, u[r|jw A wig|v

Définition 6.2 Un A-terme raffiné est nue paire (M, U) d’un A-terme M et d’un ensemble fini de S-redex de M.

Définition 6.3 Chaque -redex v : M — N induit une S-redex de A-termes raffinés (v,U) : (M,U) — (N,U[v]) ot :
Ulv] = {u’' € Redex(N) | Ju € U, u[v]u'}

Le graphe G,y des A-termes raffinés a les A-termes raffinés comme sommets et les S-redex raffinés comme arétes. Le

graphe des développements Gge, est le graphe G, restreint aux S-redex de U. Un développement de (M, U) est un

chemin dans le graphe des développements.

Proposition 6.3 — Lemme des Développements Finis. Il n’y a pas de chemin infini dans G g, .

L’idée est d’associer un ordinal w(M, U) a chaque A-terme (M, U) de telle sorte que pour chaque S-redex raffinée, les
ordinaux décroissent strictement. Supposons qu’on se donne un poset (S, <). Deux multiensembles finis M, N : S — N

sont ordonnés par l'ordre multiset M >,,5.: IV quand il existe deux multiensembles finis X, Y tels que :
N=(M\X)uy
et
VyeY,dzx e X,z >gy

La difficulté est que le nombre de B-redex dans U peut augmenter au cours du développement, typiquement quand
une [B-redex u : App(Az.App(z,z), P) —p App(P,P) est dans U. On va introduire les concepts d’emboitement et

d’aggripement pour comprendre la structure des S-redex .
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Définition 6.4 On dit que u emboite v (noté u <p; v) quand o, = o, - arg - o pour o € Occ(Q). De méme, on dit que
u aggrippe v (noté u < v) quand o, = 0, - fun - 0 et une occurrence de la variable x liée par la S-redex u apparait
dans 'argument de la S-redex v. Autrement dit :

e u emboite v quand v apparait dans 'argument de u

e y aggrippe v quand v apparait dans le corps de u et une occurrence de variable x liée par u apparait dans

I’argument de v.

Lemme 6.1 Considérons une S-redex r : M —3 N et des f-redex u,v € Redex M et u/,v" € Redex N telles que :

ulrju’ et v[rjv’

Siu' <n v alors ou bien u <p; v ou bien r <) u et r < v.
Lemme 6.2 Considérons une f-redex r : M —3 N et des f-redex u,v € Redex M et u/,v" € Redex N telles que :

ulrju’ et v[rjv’

Siu' <y, alors u <prvouu <y r <.
Par ailleurs, la relation d’emboitement est transitive, et la relation d’aggrippement ne contient pas de boucle.

Définition 6.5 La hauteur d’aggrippement |u|,; € N d’une f-redex u dans un A-terme raffiné (M, U) est la longueur

n € N de la plus grande séquence d’aggrippements u = uy <ps -+ <1 Up-

Lemme 6.3 Pour une S-redex raffinée r : (M,U) —3 (N, V) et toutes f-redex u e U,v € V :
ulrlo = [oly, < July

Démonstration. |

Définition 6.6 La profondeur d’emboitement ||u||,, d'une S-redex est le multiensemble :
l[ully = (ool | v <m w)

des hauteurs d’aggrippement des S-redex v € Redex M emboitant u.

Lemme 6.4 Pour une S-redex raffinée, pour toutes S-redex u € U,v € V :
ulrlo = vl < ully

L’inégalité est stricte quand r <j; u.
Démonstration. [ |

Démonstration. Le multiensemble des profondeurs emboitées w(U;) = (||u|| | v € U;) décroit strictement & chaque étape
du développement My, U; “2 (My, Us) =25 ---. Ceci prouve le théoréme. [ |

Définition 6.7 Un développement est un ensemble fini U C Redex M de (S-redex dans M défini comme une chemin
f:(M,U) = (N, @) dans le graphe des raffinements G,.¢. On note ceci f o< (M,U).

Proposition 6.4 Pour toute paire de S-redex coinitiale u, v, il existe un A-terme N et deux développements f o u[v] et

g x v[u] complétant le diagramme carré :
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N
N A

et telles que les relations résiduelles sur les deux bords coincident.

Définition 6.8 Une tuile de permutation u - fOv - g :
M
P O Q
X‘ /
f
N

et g o< v[u] sont des développements des résidus respectifs de u et v.

est une paire de développement u- f et v-gouu: M —5 P et v: M —4 @ sont deux S-redex coinitiales et f o< u[v]

® Exemple 6.1 Si on pose I = Az.x et A = Az.xzx, on a :

A(la)
(Ia)(Ia) —— a(la) Aa

L] 7

(Ia)a —— aa

[
Théoréeme 6.2 — Développements Finis Si U est un ensemble fini de S-redex de M, alors :
1. Tous les développements de U terminent.
2. Tous deux développements de (M, U) sont coinitiaux et cofinaux et définissent la méme relation résiduelle.
Démonstration. On montre par induction ordinale que f et g sont équivalentes & permutation de tuiles pres. |

Définition 6.9 On dit que f ~' g: M — N et ont dit que f et g sont équivalentes & une tuile de permutation prés

lorsque f=d-u-h,-eetg=g-v-hy,-eet:
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R
A
M —— P O Q — N
\47

S

olt hy o< (R,v[u]) et hy o< (S,ulv]). f~! g est la plus petite relation d’équivalence contenant ~.

C’est une forme de relation d’homotopie.

6.2 Démonstration Catégorique

‘ Définition 6.10 Un M-terme M est en forme B-normale lorsqu’il n’existe pas de S-redex M — N.

I Corollaire 6.1 Si M —» P et M — @ ou P, sont des formes S-normales alors P = Q.

On va maintenant construire une catégorie Cy de A-termes et de chemins de réécriture modulo permutations de telle

maniere que Cy a les sommes amalgamées.

Définition 6.11 La somme amalgamée de deux fleches B L 4% ¢ dans une catégorie C est la donnée d’un objet D

et de deux flaches B 25 D ¢ C telles que

1. le diagramme suivant commute :

Qe
U‘TW

N
(+)
ﬁ
f

2. la propriété universelle suivante est satisfaite par () pour tout X et pour toute paire de fleches a, b telles que

bo f =cog, il existe une unique fleche h : D — X telle que le diagramme suivant commute :

A1 .p
Il
c-L.p

<

c

C’est le dual du pullback ou produit fibré

= Exemple 6.2 1. Dans Ens :

A%B

L b
CTD

ou D= (B+C)/(f = g)a la somme disjointe de B et C' quotientée par la relation d’équivalence ~ engendrée
par fa ~ ga. On peut par exemple écrire D = {inlb |b € B} U {inrc|ce C}/ ~. f' et ¢’ sont les injections.

Alors, dans :
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Sy

’

g

—

9b

{ZL

fe X

i
N

QT:B
il

on définit h par :
inlb—gp (D)
inre— fo(c)

2. Dans T op des espaces topologiques et fonctions continues a les sommes amalgamées : si on prend D défini comme

précédemment et la topologie naturelle définie sur D :

) ] 9Y(u) est ouvert dans B
u est ouvert dans D si et seulement si

f71(u) est ouvert dans C

LN\

H — O
fx 7

[
On va travailler sur une représentation algébrique des catégories par générateurs et relations.
Définition 6.12 Supposons donné un graphe G et un ensemble £ de paires (f,g) de chemins de G de la forme :
f
T 3 y La catégorie C = [G, €] engendrée a pour objets les sommets de G et pour fleches les chemins de G
17

modulo ~¢ la relation d’équivalence engendrée par ~¢.

On définit u ~¢ v lorsque u et v se décomposent en u = d; f;e et v =d; g;e pour f,g € £.

Proposition 6.5 La catégorie engendrée C = [G, £] satisfait la propriété universelle suivante : Si D est une catégorie et
|D| est le graphe associé, tout homomorphisme de graphe G 4, |D| tel que H(f) = H(g) dans D pour tout f,g € £
induit un unique foncteur F : [G, ] — D tel que :

Autrement dit, un foncteur : F : [G,€] — D est la donnée d’'un homomorphisme de graphe H : G — |D| tel que
H(f) = H(g) pour tout (f,g) € €.

= Exemple 6.3 1. La catégorie [G] engendrée par un graphe (£ = @) est la méme chose qu'un homomorphisme
H:G—|D|
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2. Toute catégorie C peut étre présentée par le graphe G = |C| et les équations :

f g gof
&= TSYyY=>z =xr—> =z
¥
chemin de longueur 2 aréte
idy
u (x) =@ —u)
~—~ ——
chemin de longueur 0 aréte

On a alors C = [G, €] et un foncteur de C dans D induit un homomorphisme de G dans |D|.
"

On va maintenant pouvoir définir la catégorie Cy. On pose Gy le graphe des A-termes (modulo a-conversion ) dont
les arétes sont les f-redex : M = N. Il reste alors a définir ensemble d’équations, i.e. les chemins. Si M = P et

M 2 Q pour u # v, et si h, est un développement complet de v[u] et h, un développement complet de u[v].
E = {(u; hy,v; hy)}

Ceci se lit :
outside in

M2 P

inside out
Proposition 6.6 La catégorie C) peut étre représentée par le graphe dont les sommets sont les A-termes et les arétes

sont les multiredexes : U : M — N. Pour U C Redex(M), on a U : M — N lorsque tout développement complet de U
réécrit M en N :

M u1 €U, M1u2€U{u1}M2 u;,L'E.U{uL..ule}DU{mmun}:g
et dont les équations sont ’équation identité :

(M&M): )

longueur 1 longueur 0

et les équations de la forme :

MG p YU Ny Yo N

chemin de longueur 2 chemin de longueur 2

qui représentent :

l:

M
lv lV{U}

Q —— N
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Démonstration. Soit Dy = [U, F]| la représentation qu’on vient de définir. On veut montrer que Cy ~ D,.

2y Dy
MY%N — mM N
M—“,p MM, p M, p

QO-—"5 N o N o,

C’est cette égalité qu’il faut montrer. On donne pour cela le lemme suivant.

M 25 N
U{y}
Lemme 6.5 J,{%
P
En effet :
MY N~p v 2y p Uy
puisque

MY Nar N ZE N, 2EY p TV
Ceci nous donne bien un premier foncteur de Cy dans D,.

Dans 'autre sens :

Dy X e

MY%N — M ! N
M-—Y,p MY, p
lv lV{U} — w‘“ﬁ%c‘f){u}
U{v} g’ foc(UUV)
Q —— N Q—— N
FeU{V}

Attention, la longueur n’est pas préservée. Ici, on utilise le lemme des développements finis :
Proposition 6.7 Il n’existe pas de développement infini de U C Redex(M)
Proposition 6.8 Si f, g sont des développements complets de U (notation f o U,g o U), alors f,g terminent sur le
méme A-terme N et f ~g g.
1l reste juste a vérifier que :
Jyro Ky =idp, Ky o Jy =1ide,
ce qui termine la démonstration. |

On a montré que la catégorie Cy des A-termes et chemins de §-réécriture modulo permutation peut étre présentée
par le graphe Uy des A-termes (modulo a-conversion) dont les arétes sont les multi-redexs (M,U) : M — N ou N est

obtenu comme le A-terme arrivée de tout développement complet de U et les équations :
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P
u v{u}

uov

M —— N

NQA@

c’est & dire uo vlu] = vouv] et idy = (M, @).
Soient D : M — P et E: M — @ deux chemins de Uy. On définit un chemin D/FE : @ — N par induction sur les
longueurs de D et E :

1. idp/V =idy pour V : M — N une multiredex.
2.U-D/V =U[V]-D/V[U]

3. D/idy = D,

4. D)V -E=(D/V)/E

Proposition 6.9 Soient D : M — P, E : M — () deux chemins de Uy. On a :

D-(E/D)=E - (D/E)

Démonstration. Par induction sur D et E. |
Proposition 6.10 SiD=D': M — Pet E=FE : M — Q alors :

D/E=D'JE
Démonstration. On procede en deux étapes :

e D/E=D/FE lorsque E = E’
e D/E=D'/E lorsque D =D’

Les démonstrations des deux points précédents reposent sur le lemme suivant dit du cube
Lemme 6.6 — du Cube. Soient U, V, W C Redex(M). Alors :

r Y
s

ounw =w/(u-v/u) =w/(v-u/v). On peut aussi voir cela comme :

ST
W/UTV U;V\%T
N
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WU V%T
R

On en déduit une construction f/g pour toute paire de fleches f: M — P, g : M — Q. La proposition montre

que :

f-(g/f)=g-(f/g) dans Cy
Proposition 6.11 Quelques propriétés de la construction ci-dessus :

1. Pour f: M — N, f/f =idn.

2. (go f)/f =g dans Cy.
3. fl/idp=f
4. f/(hog)=(f/9)/h-
Démonstration. 1. Si f est présentée par D : M — N de longueur k, alors D/D = (N, @) — (N, @)
S —

k fois
2. Conséquence de 1’équation :

(9o f)/h=g/(h/f)o(f/h)

qui représente le diagramme suivant :

M-t .p_9,N
}L h/f J
Q=7

En effet :
(go )/ f=g/(f/)o(f/f)

Théoréme 6.3 — Lévy (1979) — Church-Rosser Algébrique La catégorie C) a les pushouts : pour toute paire f : M — P
et g: M — @, le carré commutatif :
f
M —— P

g/f
fl9 l
Q —— N

Q

satisfait la propriété universelle suivante : pour toute paire f': Q — R, g’ : P — S telle que :

M—_L.p

b

Q-1 N

il existe un et un seul morphisme dans Cy h: N — R tel que le diagramme suivant commute :
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c’est & dire que ho (f/g) = f et ho(g/f)=¢'.

Démontrons juste une propriété qui nous sera utile dans la démonstration :

Proposition 6.12 Tout morphisme f: M — N est un épimorphisme dans C).

Démonstration. Si M L5 N 25 P sont telles que f;91 = f;992 :
g2

92 = (f;92)/f = (f;91)/f) = ¢
[

Démonstration. On pose : h = (f;¢")/(fUg) = (g; f')/f Ug ot fU g est une notation pour f;(g/f) = g;(f/g) On a
alors que :

h=f"/(fl9)=49"/(a/f)
et donc on vérifie bien que :
g =90 =@ )=/t /(f]9)=(9/f)h

De méme, f' = (f/); h.
L’unicité de h vient de la propriété |6.12 ]

7 Adjonctions

7.1 Notion d’Adjonction

La notion d’adjonction est une généralisation de la notion de bijection pour les catégories. Soient A et B deux
ensembles. Soient [ : A — B et r : B — A des fonctions. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. [ et r sont des bijections telles que lor =idpg et rol =1id4.

2. Pour tout a € A, pour tout b € B, la =b <> a = rb.

Définition 7.1 Soient A, B deux catégories et L : A — B et R: B — A deux foncteurs. Une adjoinction entre L et R
(ou L est adjoint & gauche et R est adjoint a droite) est la déonnée d’une famille de bijections paramétrées par les
objets de A et de B :

oA : B(LA B) = A(A, RB)
B.

On demande de plus que la famille ® soit naturelle en A et
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Définition 7.2 Toute adjonction L 4 R induit une famille de fleches paramétrées par A € A :
N4 : A — RLA I'unité de ’'adjonction
et une famille de fleches paramétrées par B € B :
ep : LRB — B la counité de ’adjonction

En effet :
na =a,ra(idpa: LA — LA)

et similairement :
EB = 90}_%1B,B (idrp : RB — RB)

® Exemple 7.1 Prenons A = Ens la catégorie des ensembles et fonctions et B = Mon la catégorie des monoides

et homomorphismes. On prend R = Forget le foncteur qui a M = (|M|, - enm) N = (IN|,-n,en) renvoie
‘M| support

L’adjonction L - R est donnée par la famille de bijections :

() |N|. On prend L = Free le foncteur qui a A associe A* le monoide des mots finis sur l’alphabet A.

wam: Mon(A*, M) — Ens(A, |M])

telles que @an(h : A* — M) : a € A — h([a]) € M. Alors, @Z}M c(f A= M) (ff: A* — M) tel que

ff(la1,...an)) = fay -ar -+ -ar fan. Ici, on a donc :
na = (I>A,A* (idA* AT — A*)
et :
eym : Free Forget M — M, [ay,...,an] — a1 -pr - pf Gp
Cette derniere opération s’appelle I'évaluation. n
Précisons maintenant la notion de naturalité demandée dans la définition [7.1] des adjonctions :

Proposition 7.1 Toute catégorie C définit un foncteur Hom : C°? x C — Ens tel que :
(A, B) = Hom(A, B)

Démonstration. Construisons ce foncteur. Aux deux fleches ci-dessous :
A B
[
A ecr B ecC
on associe la fonction entre ensembles :
Hom(A, B)
lHom(hA;m
Hom(A', B)

telleq que :
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A—15B
hA hB
! /
hpofoha

c’est a dire :
Hom(ha,hg): f—— hgofohy

De cela découle que les familles :
B(LA, B) et A(A,RB)

définissent deux foncteurs :

AP x B M Ens

)

que l'on peut définir de cette manieére :

B°P x B

A% x B <I> Ens

idm AX’I_A

AP x A

La condition de naturalité demande que ® soit une transformation naturelle entre les deux foncteurs, c’est a dire que

le diagramme ci-dessous commuute pour tous A, B :

B(LA, Bf " B A By

\F’A;B P ar,pr

AA, RBYATEE ) 4 Ry

Ceci signifie que si on se donne une fleche de LA — B, alors :

@ar g (hpofoLha)
:RhB (¢] CI)A,B (f) (¢] hA

® Exemple 7.2 Si on reprend pour R et L les foncteurs Forget et Free :
Q4 Mon (Free(A) = A", M) =, Ens (A, Forget(M))
Si on prend une fonction hy : A” — A et un homomorphisme de M dans M’ :

q)A’,M’ (hM ] f o Free(hA))
=Forget(hp) o Pan(f)oha

7.2 Adjonctions par Générateurs et Relations

Dans la 2-catégorie Cat, la famille de bijections (®4 p) A€Obj A, BEOD B décrit une bijection entre 2-cellules :
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=

=

=

A

—_—
=

=

La naturalité de ® peut aussi s’exprimer dans ce point de vue :

s
=~

=

?%/«:;;
™

%
o S

ce qui se transforme par ®4 p en :

ce qui est égal a

]]_ (I’A’;B’( EOﬂOLhA)

B

Théoréeme 7.1 On peut remplacer 1 par n’importe quelle catégorie X :

Xﬂﬁ

/\
N

ce qui équivaut a :
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ou on construit deux nouvelles familles de bijections paramétrées par x € X :

Bz LAy — By et ®ay py (Be) : Az — RB,

Cette famille ® 4 p est naturelle au sens ou :
est équivalent a :

avec o = Dy p(f) :
hB Overt (‘bA?B (ﬁ) Ohoriz H) Overt hA

:RhB Overt (Ol Ohoriz H) Opert hA

IE Ces propriétés définissent la notion d’adjonction dans toute 2-catégorie.

En diagrammes de cordes :
B

N

Cest a dire 8/ =

hp

d

8 |H
|
.
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et (I)A/,B’ (BI) =

LA

A X

hS

N

et
idg

B
/ A \

L
La naturalité permet de définir I'image de 8 comme la composée
e
|

B

B
R

A
BL
B
qui est égal a :
/9 1
id 4
X454 / L
6 ldL
L
B B

comme la composée D4 5(3)
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B B
en voyant que 7 = ®iq, 7. En diagramme de cordes :
B
L A
se transforme en :
R B
0 /A

c’est a dire :
AgRoLoAR—OaRoB

et de la méme maniere :

L A

De plus, le fait que ® et ®~! soient inverses assure que :

15 L R €

( R>dt</ ) =id

L N n R

Ceci nous donne une définition équivalente d’adjonctions par représentation et générateurs :

Théoréme 7.2 Une adjonction est la méme chose qu’une paire de foncteurs L : A — B et R : B — A, une paire de

transformations naturelles 7 : Id 4 = Ro L et € : Lo R — Id 4 qui satisfont les équations triangulaires (ou du zig-zag)

(a) :
Y
s
Ld

A—da g
N I = A . B
L 3 i 3 N LA
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et (b) :
RO

A 44 g -
% / == B YidrB
: B
L RN

Ou, en diagrammes de cordes :

€ L L R, & R
N L™
L n I n R R

7.3 Monades et Comonades

Définition 7.3 Une monade T sur une catégorie C est la donnée d’un foncteur T : C — C et de transformations

naturelles p: ToT =T etn:1d, =T :

T T ¥
P N

o %

AS)

appellées multiplication p et unité 1 de la monade et faisant commuter les diagrammes d’associativité :

TTTA 145 7T A

lﬂ'TA 1 LMA

TTA —*4 5 TA

et de neutralité :

TTA TTA
nra HA HA Tna
2 3
TA idra TA TA idra TA

R/ La commutativité des 3 diagrammes peut s’écrire de maniere équivalente :

T

c—L—c¢ C7T7)
S T
T:T/X T
C T

_—

Q

T

C’/;/H C

=

Q

et
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En diagrammes de cordes :

et

® Exemple 7.3 1. Le foncteur Id : C — C muni de pa : TTA 245 TA et na: A 24 T4

2. La monade dite de partialité :

T:Set— Set,1 ={x},TA=1+A={x}U{in(a) | a € A}

munie de :
pa:TTA=1+1+ A= {x,in(x),in(in(a)) |la€ A} 2 TA=1+A
telle que :
* > %
A : in(*) — *

in(in(a)) — in(a)
et na : a € A — in(a) € TA. T définit un foncteur : pour f : A —» B, Tf : TA — TB, Tfx = x et
T fin(a) = inf(a).

3. T:Set — Set, A A*, avec u4 la concaténation de mots et ng : a € A — [a] € A*

L

Proposition 7.2 Toute adjonction A | B induit une monade T' = Ro L sur la catégorie A. L’unité de la monade :
R

Na : A — RLA est 'unité de ’adjonction (17,4 =Para (LA Mdra, LA)). La multiplication g4 : RLRLA — RLA est

définie par p4 = Rep 4. En diagrammes de cordes :

ik
T R L
Tl
7 A A



7.3 Monades et Comonades 40

I
[ —
~—

Démonstration. En diagrammes de cordes :

é R L R L é
é _ m natural:ité de € /2\ _ é
T T T

R L R L R L R L R L R L /
T T T
Neutralité :
T
- zig_zagR L_R £ L
N P = I L
/‘ R L R L R L RL R
A N

Définition 7.4 Une comonade est la donnée d’un foncteur K : C — C et de deux transformations naturelles :

e:K=Ideetd: K= KoK

R| Une comonade dans C est la méme chose qu’'une monade dans C°?.

L

Proposition 7.3 Toute adjonction A | B définit une comonade sur B autour de K = Lo R :

N

R

e:Lo=Tdeet6: LoR™“B LoRoLoR

® Exemple 7.4 Considérons Set | pSet ou pSet est la catégorie des ensembles et fonctions partielles. Pour A i>
K
B ¢, alors :

LA:A,L(ALB):ALB

ou on considere la fonction totale comme fonction partielle. Et RA =1+ A, R (A i> B) =14+ A — 1+ B telle que
Rf(in(a)) =inf(a) si f(a) existe sinon . On obtient notamment le fait que Set(A4,1+ B) = pSet(A, B) par P4 5. =
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7.4 Catégorie des Algebres d’'une Monade

En partant de la monade T : Ens — Ens définie par T(A) = A* I'ensemble des mots finis, on peut reconstruire

la catégorie Mon des monoides et homomorphismes. En notaint A* = | | A™ on va définir un monoide comme une

neN
fonction : alh : TA — A qu’on peut voir comme une famille de fonctions alg, : A™ — A, i.e. une famille d’opérations
T+ At

n-aires. En particulier, 1 — A est I’élément neutre et A2 — A est le produit du monoide.

Définition 7.5 Une algebre de Eilenberg-Moore ou algebre d’une monade T : A — A ou T-algebre (A, alg) est une
paire constituée d’'un objet A de A et d’un morphisme alg : TA — A qui fait commuter :

et

TTA 225 TA

Tang/ 2 J{alg

TA — A

alg

Dans le cas de la monade T : Ens — Ens,TA = A*, le fait que le diagramme 1 commute signifie que alg; : A —

A, [a] = a. Le fait que 2 commute signifie que

alky+-+k, = algn © (alg,, -, algy,)

On note -, = alg,. On veut montrer que -5 (-2(a,b),c) = -2 (a, -2 (b,c)). En utilisant la derniére équation, on voit que
ces deux termes sont égaux a -3(a,b,c), et on a donc prouvé l'associativité de nos monoides. A tout monoide M on
associe l'algebre de Eilenberg-Moore A™ - A ou [ay,...,a,] > a1 - az - -+ - ap. Réciproquement, pour toute T-algebre,

on montre par induction qu’on crée le monoide (A, -2, ).

7.4.1 Homomorphismes entre T-algébres

Définition 7.6 Soient A, alga et (B,algp) deux T-algébres. Un homomorphisme h : (A4, algsa) — (B,algg) est une
fleche qui fait commuter le diagramme suivant :

TA 1"y TB

algAl J/algB

Dans le cas de TA = A*, on retrouve h (-, (a1,...,a,)) = - (hay, ..., hay,).

Définition 7.7 Soit (T, u,n) : A — A une monade. La catégorie Algr des algébres de Eilenberg-Moore a pour objets

les T-algebres et pour fleches les T-homomorphismes.

® Exemple 7.5 1. La catégorie Algr coincide avec la catégorie Mon des monoides et homomorphismes dans le cas
T : Ens — Ens la monade TA = A* la monade des listes.

2. Pour TA= A+1, la monade T : Ens — Ens de partialité une T-algebre est une fonction A + 1 49, A telle que

alg(a) = a car le triangle 1 commute et telle que :
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A+1+1 -5 441

angrll lalg

A+1T>A

autrement dit un ensemble pointé (A, *4). Algr est donc la catégorie des ensembles pointés.

3. Pour la monade du magma libre T : A — {arbre binaires dont les feuilles sont étiquetées par un élément de A}

(donc TA~ A+ TA x TA), Algr est la catégorie des magmas et des homomorphismes entre magmas.

4. Plus généralement, toute théorie algébrique définit une monade (finitaire, voir Théorie de Lawrence) T : Ens —

Ens.

7.4.2 L’adjonction de Eilenberg-Moore
A toute monade T : A — A on associe un foncteur oubli : Algy — A, (A, alg) — A.

Proposition 7.4 Ce foncteur a un adjoint a gauche!

Démonstration. L’adjoint & gauche est le foncteur Free : A — Algr, A — (T A, pa). Cette construction repose sur le

fait que (TA,u: TTA — TA) est une algebre de Eilenberg-Moore. En effet, par définition d’une monade :

TA A, Py

A
YHA

TTA
et
TTA X245 TTA

J/TNA:TGlg l/m=alg
TTA 25 TA

commutent. Comme Free définit bien un foncteur par naturalité de 7 :

TA T2 A

lf — le szf

TB «7— T°B
11 suffit de démontrer la propriété d’adjonction. Si (M, alg)) est une T-algébre, on a une bijection :
Dt Algr (TA,pa), (M,alg)) =5 A(A, M)

puisque :

(TA,pa) —— (M, alg)

(s

Ae A

A toute fleche TA ™ M de Algr on associe ®4 ar(h) : A LN RN VS @Z}M est définie comme suit : & toute fleche

f+A— M on associe '’homomorphisme algo Tf :
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TA -2 o 295 6
/LAT II'IWT ,MAIT
124 L p2pp Tl gy

8 Lambda-Calcul Simplement Typé et Catégories Cartésiennes Fermées

8.1 Catégorie Cartésienne Fermée

Définition 8.1 — Catégorie Cartésienne Fermée — 1. Une catégorie cartésienne fermée est une catégorie cartésienne
(C, x, 1) munie pour toute paire d’objets A, B d'un objet A = B (parfois noté B#) et une fleche evala p : A x (A =
B) — B qui satisfait la propriété universelle pour tout f: A x X — B :

Il existe une et une seule fleche
h:X —A=1B

telle que ’équation suivante soit satisfaite :

Axx —1 B

idAXhJ/ evala b

Ax(A— B)

® Exemple 8.1 1. La catégorie Set des ensembles.

2. La catégorie Pos des ensembles ordonnées et fonctions croissantes.

Définition 8.2 — Exponentiation — Unlimited Power. Dans une catégorie cartésienne, on appelle exponentiation de
A un foncteur A =. C — C adjoint a droite du foncteur A x. C — C. Cela signifie qu’on dispose d’une famille de
bijections ®xy : Home (A x X,Y) = Home (X, A = Y) qu’on peut appeler bijections de currification.

Définition 8.3 Une catégorie cartésienne est une catégorie cartésienne (C, x, 1) munie d’une exponentiation A x _ -

A = _ pour tout objet A de la catégorie.

R| Pour l'adjonction Ax _H4A= _:
e La co-unité ex : A X (A= X) — X est la famille des évaluations de la premiere définition.

e L'unité nx : X - A= (Ax X)),z Aa.(a,x)

8.2 Le A-calcul Simplement Typé

Définition 8.4 — Use the types, Luke. On se donne des variables de types TyVar. Un type est défini inductivement :

A B == acTyVar
| AxB
| 1
| A= B
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, Ty ¢ A, est une liste de paires xz; : A; constituées d’une variable x; et d'un type A;.

Un contexte M = xq : Aq,...
On demande que toutes les variables soient différentes.
Définition 8.5 Un jugement de typage I' H M : A est un triplet constitué d’un contexte I'; d’'un A-terme M (avec
paires) d’un type A. On demande que toutes les variables libres de M apparaissent dans I'. Un arbre de dérivation
de typage est défini de maniere inductive par les régles suivantes appelées régles logiques :
r:AFx: A Var
I''x:A-M:B Lam
''FXxM:A=B
'-M:A=1B AFN:A A
T,AF App(M,N): B PP
et les regles suivantes appelées régles structurelles :
I'EM:A
—— Weak
T z:BFM:A ot
Ne:Ay: A/ AFM:B Contractio
ntraction
Dz: A/ AFMz,y:=2]: B
Te:Ay:B,AFM:C S
Ty:Bx:AAFM:C P
® Exemple 8.2 Prenons [l|cguren = M- Ax.App(f, ) :
V.
fra=pEFHf:a=p z:abza Az;rp
fra=p6,z:at App(f,x): 8 Lam 2 fois

FEAf Az App(f,x) : (a = B) = (o= B)

On peut alors construire un arbre de dérivation :

Var Var
\ /

App

Lam

Lam

Pour [0lcpvren = M \x.x :
_ Var
rz:aklFx:« Aff
f:Bx:aFz:a Lam
f:BF X a=«
FAfdzx: 8= (a=a)

Lam

Ici, on a deux arbres possibles :




8.2 Le Lambda-Calcul Simplement Typé 45
Var
Weakening
Lam
Lam
Pour [2]CHURCH :
h:a=atFh:a=a x:abz:a X?;;)
g:a=akg:a=a h:a=a,z:at App (h,2): « A
fra=ah:a=a,x:aF App (g, App (h,x)) : « pp
Contract
fra=a,xz:ab App(f, App (f,2)) : « )
Lam deux fois
= Af A2 App (f, App (f, @) : (0 = o) = (a = «)
ce qui nous donne ’arbre suivant :
INSERERARBRE
[

avec les regles de typage suivantes :

Définition 8.6 On définit le A-calcul avec paires par induction :

M = xzeVar
| Az.M
| App(M, N)
| (M,N)
|7T1M
|7T2M
| =
T'FM:A I'N:B Paire
TF(M,N):AxB .
TFM:AxB
TFmM:A
T'FM:Ax B
L e .
I'mM : B

'Fx:1
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Définition 8.7 — Typage. On se donne une catégorie cartésienne fermée (C, x, 1, =) ainsi qu'un objet [« de C pour

toute variable de type a € TyVar. On définit une interprétation de tout jugement de typage z1 : A1,...,x, : Ap F
M

M : B comme une fleche [A1] x -+ x [A4,)] v, [B] dans C ou chaque type A est interprété comme un objet [A] défini

par induction.

a—[al
A x B—[A] x [B]
A = B—[A] = [B]
1—[1]=1
On définit la fleche par induction.
e Pour Var : y
idpa)
~) A
r:AFz: A Ved] 4]
e Pour Lam, on cherche une fleche :
'tz:A-M:B =[Az.
z [Ay] x - x [An] T2 14 o Bl = [4] = [B)

TFowld Ao B =

Par induction on a une fleche : [I'] x [A] o=, [B] et on définit donc f = ®py 5(9)-
e Pour App on cherche une fleche :

Arbre de dérivation Arbre de dérivation
: AFN:

[M]x[N]
EM: B 5
T',A-App(M,N):B

s [[,A] = [[] x [A] [A = B] x [A] Rermueation, 1 g7,

evala), ]
| ——1

—[A]=[B[A= B Bl

On dispose de deux fleches [T 1, [A = B et [A] 2, [A], ce qui permet de conclure :

R| Dans une catégorie cartésienne, il existe pour toute paire d’objets X, Y une fleche yxy : X XY — Y x X

définie par :

Y X
N
Y x X
T ™1
’YXYT
XxY

e Pour I’échange :

Te:Ay: B AFM:C

[F]X[’Y[B],[A]}X[A]
EVSY %
Ny:B,x: A/ A\FM:C

[T] < [A] x [B] x [A]

e Pour la contraction :

Nz:Ay: A A+-M:B
Iyz: A AFMlx,y:=2]:B

1] x [4] x [4] x [a] 22, [B]

r| Dans une catégorie cartésienne C, il existe pour tout objet X une fleche Ax : X — X x X définie comme
I'unique fleche faisant commuter :
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X X
X xX
id x AXT id x
X
e Pour 'affaiblissement :
F, A l_ M : B (], [A] [M]
AT L A A] T ) (a2 1
Théoreme 8.1 — d’lnvariance Sémantique

9 TD1

9.1 Catégories et Foncteurs

Catégorie Objets Fléches
SET Ensembles Fonctions
1. On a le tableau suivant : Top Espaces Topologiques ~ Fonctions Continues
VECT Espaces Vectoriels Applications Linéaires
GRrpP Groupes Morphismes

2. Un foncteur est un morphisme entre catégories.

3. La catégorie CAT est la catégorie dont les objets sont des catégories et les fleches sont des foncteurs

N
A

]l><A

7TA
Lo
1dA

A<—]IXA*>11

9.2 Catégories Cartésiennes

Question 3, 4, 5 Voir la preuve de

Question 6 On a le diagramme commutatif suivant :

;5

;u(—x<

Donc wq 0o h =id4.

De méme pour A x 1, par symétrie. On peut par ailleurs procéder de méme que pour les produits cartésiens

pour montrer que A x T ~ 1 x A.

Question 7 On montre que B x A vérifie les propriétés de produit cartésien pour A et B :
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Question 8 On a le diagramme suivant :

\
N T™BxC
\
\
N

AXx (BxC)

On a donc un morphisme de (A x B) x C' — B et un morphisme (A x B) x C' — C. 1l existe donc un (unique)
morphisme (A x B) x C — B x C (faisant commuter le diagramme idoine). On a maintenant deux morphismes
depuis (A x B) x C' :

e un vers A

e un vers B x C
On peut donc trouver un (unique) morphisme h :(A x B) x C — A x (B x C) (faisant toujours commuter le
diagramme idoine). On construit de la méme facon h : A x (B x C') — (A x B) x C. On vérifie de facon similaire
a la question précédente que hoh =id et hoh = id. Donc (A x B) x C ~ A x (B x C).

Question 9 On notera A + B le coproduit de A et B. Il doit faire le diagramme commuter :

C
f hT g
A= AUB—— B
On remarque notamment que A 4+ B est un coproduit de A et B dans C si et seulement si A+ B est un produit
de A et B dans C°P. En prenant pour A+ B (si A, B € Set) 'ensemble abstrait défini & isomorphisme pres par :

{(A,a) |a € AYU{(B,b) | be B}

avec i4 et ip les inclusions. On a bien le résultat puisque si f: A — C et g : B — C, la fonction h : (A, z) —

f(z); (B,y) — g(y) est unique car entierement définie sur A + B. Formellement c’est 'union disjointe.

Question 10 L’objet terminal de Rel est I’ensemble vide. En effet, on a toujours une unique relation entre X et
Pensemble vide : la relation vide. Il est clair que Rel®” = Rel. L’union disjointe est le produit cartésien. On prend
comme projection m4 = {((A,e),e) | e € A}

Question 11 On prend pour objet terminal ’espace vectoriel nul. On prend comme produit cartésien la somme

directe disjointe sur les bases. Par le méme raisonnement que précédemment, on a le résultat.

Question 12 L’objet terminal est la catégorie triviale avec un objet et un morphisme. On définit le produit de
cartésien par des couples d’objet et dont les fleches sont des couples de fonctions. La projection est alors similaire
a celle de Set.

Question 13 De la méme maniére que précédemment, en considérant des couples de morphisme du produit cartésien

de l'origine dans le produit cartésien de I'image. On a le résultat par propriété fondamentale.
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10 TD 2

10.1 Produits Fibrés

Définition 10.1 Un diagramme commutatif dans C :

est un pullback, tiré en arriere ou produit fibré de X et Y au dessus de Z quand pour tout diagramme commutatif :
Q \
%\

X =3

k<

—
@

N

il existe un unique morphisme h : Q — P tel que le diagramme ci-dessous commute :

Q q2
N h
.
P2y
« lm lg
X T) Z

Question 1 On propose pour P I’ensemble des couples (z,y) dont les composantes sont dans les mémes fibres, i.e.,
P={(x,y) e X xY | f(z) =g(y)} ott X est un systéme de représentants des classes d’équivalence définies par
les fibres de X sous f Les projections sont alors les projections sur la premiere et la deuxieme composante.

On a donc une unique définition du morphisme h en considérant si ¢ € Q, h(q) € f~ (f(q1(q))) N X x
97 (9(g2() NY

Question 2 et 3 Ajouter un morphisme Q — Y crée un diagramme commutatif avec les bords bas et droit de

(c). Le carré au dessus de (a) ainsi créé a un morphisme vers Y’ qui, puisque Y’ est un pullback pour ¥ et X’

au dessus de X, créé un diagramme carré commutant au dessus de X" — X’ — X et Y — X.

Finalement, le carré de gauche est un pullback si et seulement si le grand carré est un pullback.

Question 4 On considére 'ensemble X = {1} et 'ensemble Y = {1,2} ainsi que les fonctions i : 1 € X — 1 €Y
etp:yeY —»1eX. Alors :



10.2  Monomorphismes et Epimorphismes 50

et donc on a le résultat.

10.2 Monomorphismes et Epimorphismes

Question 1 Trivial, je le ferai faire a un sup en khoélle.
Question 2 Trivial, je le ferai faire a un autre sup en kholle.

Question 3 Sion a:

Va,b: X - A, foa=fob=a=5b
Va,b: X - B,goa=gob=a=1»

En particulier, pour tous a,b: X — A :

gofoa=gofob—sgo(foa)=go(fobd)
(Par propriété de g) = foa=fob
(Par propriété de f) =—ra=1b

On procede de méme pour les épimorphismes.

Question 4 Sim est un mono, le résultat est clair puisqu’alors toutes les fleches telles que mog; = mogy = moidoh
induisent ¢ = g2 =ido h = h.

Réciproquement, si on a le diagramme suivant :

Q q2

> id
A —

A
q1 J{ J{
id m
A—— B
en particulier, h = ¢ et h = g9 conviennent, donc g; = g2 par unicité de h. Comme de plus, puisque le diagramme
A4 4
b e
A—— B
est un pullback, on a le diagramme précédent dés que m o g = m o ¢; et donc m est un mono.

Question 5 Si on a le pullback suivant, on suppose que m est un monomorphisme :

Soit @ un objet et h,h' : Q — V telles que m’ o h =m/ o h'.
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Q

N

ok
N )
V—U

w| |m

BT>A

En posant g1 = m’oh’,qgo = poh, on a un pullback : il existe une unique application [ telle que : mopol = mogqs

et fom'ol= foq.l=h etl=h conviennent, donc h = h'.

10.3 Catégories Quotients et Catégories Sous-Objets

Question 1 It is clear that the arrow id(x ) : (X, f) — (X, f) defined by the morphism idx : X — X is an identity

in C/A. Clearly, since the following diagram commutes, the composition is associative :
x M,y 2y g
NP
A
Thus, C/A is a category.

Question 2 We have the above commutative diagram if and only if g o po = f o p; i.e. if and only if there exists

u: P — Z such that the following diagram commutes :

This is exactly equivalent to the fact that the two diagrams below commute :

P55y p
\“) ly J{PN‘
Z x 15z
That is, there is a diagram in C/Z :
(P, u)
p2
% \
(X, f) (Y,9)

Moreover, if the first diagram is a pullback, if O is an object in C and ¢; : O — X and ¢ : O — Y make the

following diagramm commute :

then in particular, in C/Z :

q1 ~ q2
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Thus, the first diagram defines a pullback if and only if the second diagram defines a cartesian product. In
particular, pullbacks are defined up to isomorphism, since we can translate the existence of two pullbacks as the

existence of two cartesian products and retranslate back the isomorphism.

Question 3 Since n is a mono, if we have :

then n o h; = m = no hy and thus A1 = hs.

Question 4 We have a preorder on monos defined as : ¢ < j if and only if there exists k such that i = jk. Thus,
seeing that monos are injective functions, there is an arrow from U to V if and only if |U| < |V, thus, up to
isomorphism : there is an arrow from U to V if and only if U C V.

Question 5 We have, for all m: U — A in Sub(A) :

/gy

w| |m

B——A

In Set, this is the fucking direct image.

11 TD 3

11.1 Egaliseurs et Coégaliseurs

Question 1 On prend pour E l'ensemble {s € X | f(s) = g(s)}. On pose alors m l'injection £ — X. On a alors
trivialement, si f on = gon, Im(n) C E vu comme partie de X. D’ou le résultat.

Question 2 Sionan: A — E, mon: A— X. Puisque fmn = gmn, la factorisation mn est unique par définition

d’un égaliseur donc m est un monomorphisme.

Question 3 Un co-égaliseur de f, g est une fleche m : Y — @ telle que mo f = mog et pour toute flecchen : Y — F
telle que no f = no g, on a une unique factorisation n = hm. Autrement dit, un co-égaliseur de f,g est un

égaliseur des fleches duales de f, g dans la catégorie duale.
Question 4 Le co-égaliseur étant le dual d’un égaliseur, c’est le dual d’un mono, et donc un épimorphisme.

Question 5 Le co-égaliseur @ de deux fonctions dans Set est I’ensemble quotient par m : f(z)g(z) avec m la
projection. En effet, si no f = n o g, alors en particulier, I'image de x € E est entiérement déterminée par sa

classe d’équivalence sous m.

Question 6 Toute fonction surjective est la projection sur un ensemble de classe d’équivalences. En prenant pour

f, g deux fonctions qui sont égales sur Y/e, on a le résultat.

11.2 Factorisation Epi-Mono

Question 1 On définit un ensemble U par U = X/f. Alorse : X — U, x — [f(z)] est surjective et m : [f(x)] = f(x)
est injective puisque |U| = |S(f)]| = |S(m)].

Question 2 Si e est injective et m est surjective (en particulier e est un epi et m est un mono), et si u,v font
commuter le diagramme suivant :
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A—"5 X
[
B——Y
alors, puisque e est surjective, il existe s une section telle que eo s = id. En posant h = us, on a bien le résultat :

si s’ est une autre section, mus = ves = v = ves’ = mus’.

Question 3 Puisque toute composée de fonctions surjectives (resp. injectives) est surjective (resp. injective), (£, M)

définit un systéme de factorisation.
Question 4 On considére d’abord eg ou et vomy :

X1L>U1

voma
€e20u

Uz = 12
Il existe donc une unique fleche h : Uy — Us qui fait commuter le diagramme :
X, U 257

{ b

Xo ——> Uy 4 Vo
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